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Zur Theorie des Gesetzes
der Energieverteilung im Normalspectrum;
von M, Planck.
(Vorgetragen in der Sitzung vom 14. December 1900.)
(Vgl. oben 8. 235.)

M. H.! Als ich vor mehreren Wochen die Ehre hatte,
Thre Aufmerksamkeit auf eine neue Formel zu lenken, welche
mir geeignet schien, das Gesetz der Verteilung der strahlenden
Energie auf alle Gebiete des Normalspectrums auszudriicken ?),
griindete sich meine Ansicht von der Brauchbarkeit der Formel,
wie ich schon damals ausfiihrte, nicht allein auf die anscheinend
gute Uebereinstimmung der wenigen Zahlen, die ich Ihnen
damals mitteilen konnte, mit den bisherigen Messungsresultaten %),
sondern hauptsichlich auf den einfachen Bau der Formel und
insbesondere darauf, dass dieselbe fiir die Abhingigkeit der
Entropie eines bestrahlten monochromatisch schwingenden Re-
sonators von seiner Schwingungsenergie einen sehr einfachen
logarithmischen Ausdruck ergiebt, welcher die Moglichkeit
einer allgemeinen Deutung jedenfalls eher zu versprechen
schien, als jede andere bisher in Vorschlag gebrachte Formel,
abgesehen von der WiEn’schen, die aber durch die Thatsachen
nicht bestitigt wird.

Entropie bedingt Unordnung, und diese Unordnung glaubte
ich erblicken zu miissen in der Unregelmissigkeit, mit der
auch im vollkommen stationdren Strahlungsfelde die Schwin-
gungen des Resonators ihre Amplitude und ihre Phase wechseln,
sofern man Zeitepochen betrachtet, die gross sind gegen die
Zeit einer Schwingung, aber klein gegen die Zeit einer Messung.
Die constante Energie des stationir schwingenden Resonators

1) M. Praxck, Verhandl. der Deutschen Physikal. Gesellsch. 2.
p. 202, 1900.

2) Inzwischen haben die Herren H. Rusexs und F. KurLBaumM
(Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin vom 25. October 1900,
p- 929) fiir sehr lange Wellen eine directe Bestiitigung gegeben.
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ist danach nur als ein zeitlicher Mittelwert- aufzufassen, oder,
was auf dasselbe hinauskommt, als der augenblickliche Mittel-
wert der Energien einer grossen Anzahl von gleichbeschaffenen
Resonatoren, die sich im n#mlichen stationéiren Strahlungsfelde
weit genug entfernt voneinander befinden, um sich nicht gegen-
seitig direct zu beeinflussen. Da somit die Entropie eines
Resonators durch die Art der gleichzeitigen Energieverteilung
auf viele Resonatoren bedingt ist, so vermutete ich, dass sich
diese Grosse durch Einfihrung von Wahrscheinlichkeitsbetrach-
tungen, deren Bedeutung fiir den zweiten Hauptsatz der Thermo-
dynamik Hr. L. BorrzMaNN?) zuerst aufgedeckt hat, in die
elektromagnetische Theorie der Strahlung wiirde berechnen lassen
miissen. Diese Vermutung hat sich bestitigt; es ist mir
moglich geworden, einen Aysdruck fiir die Entropie eines mono-
chromatisch schwingenden Resonators, und somit auch fiir die
Verteilung der Energie im stationiren Strahlungszustand, d. h.
im Normalspectrum, auf deductivem Wege zu ermitteln, wobei
es nur notig wird, der von mir in die elektromagnetische
Theorie eingefithrten Hypothese der ,,natiirlichen Strahlung*
eine etwas weitergehende Fassung zu geben als bisher. Ausser-
dem aber haben sich hierbei noch andere Beziehungen ergeben,
die mir fir weitere Gebiete der Physik und auch der Chemie
von erheblicher Tragweite zu sein scheinen. ,
Indessen liegt mir heute nicht sowohl daran, jene Deduction,
welche sich auf die Gesetze der elektromagnetischen Strahlung,
der Thermodynamik und der Wahrscheinlichkeitsrechnung stiitzt,
hier systematisch in allen Einzelheiten durchzufiihren, als viel-
mehr daran, Ihnen den eigentlichen Kernpunkt der ganzen
Theorie moglichst tibersichtlich darzulegen, und dies kann
wohl am besten dadurch geschehen, dass ich Ihnen hier ein
neues, ganz elementares Verfahren beschreibe, durch welches
man, ohne von einer Spectralformel oder auch von irgend einer
Theorie etwas zu wissen, mit Hiilfe einer einzigen Natur-
constanten die Verteilung einer gegebenen Energiemenge auf
die einzelnen Farben des Normalspectrums, und dann mittels
einer zweiten Naturconstanten auch die Temperatur dieser

1) L. Borrzmany, namentlich Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch.
zu Wien (II) 76. p. 373. 1877. '
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Energiestrahlung zahlenm#ssig berechnen kann. Es wird Thnen
bei dem anzugebenden Verfahren manches willkiirlich und um-
stindlich erscheinen, aber ich lege hier, wie gesagt, nicht
Wert auf den Nachweis der Notwendigkeit und der leichten
praktischen Ausfiuhrbarkeit, sondern nur auf die Klarheit und
Eindeutigkeit der gegebenen Vorschriften zur Losung der
Aufgabe.

In einem von spiegelnden Winden umschlossenen diather-
manen Medium mit der Lichtfortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ be-
finden sich in gehorigen Abstiinden voneinander eine grosse Anzahl
von linearen monochromatisch schwingenden Resonatoren, und
zwar N mit der Schwingungszahl » (pro Secunde), N’ mit der
Schwingungszahl ', & mit der Schwingungszahl +” etc., wobei
alle N grosse Zahlen sind. Das System enthalte eine gegebene
Menge Energie: die Totalenergie E,, in erg, die teils in dem
Medium als fortschreitende Strahlung, teils in den Resonatoren
als Schwingung derselben auftritt. Die Frage ist, wie sich
im stationdren Zustand diese Energie auf die Schwingungen
der Resonatoren und auf die einzelnen Farben der in dem
Medium befindlichen Strahlung verteilt und welche Temperatur
dann das ganze System besitzt. ,

Zur Beantwortung dieser Frage fassen wir zuerst nur die
Schwingungen der Resonatoren ins Auge, und erteilen ihnen
versuchsweise bestimmte willkiirliche KEnergien, nimlich den
N Resonatoren v etwa die Energie E, den N’ Resonatoren o
die Energie £’ etc. Natiirlich muss die Summe:

E+F +E +...=B,

kleiner sein als E, Der Rest £, — E entfillt dann auf die
im Medium befindliche Strahlung. Nun ist noch die Verteilung
der Energie auf die einzelnen Resonatoren innerhalb jeder
Gattung vorzunehmen, zuerst die Verteilung der KEnergie Z
auf die N Resonatoren mit der Schwingungszahl ». Wenn Z
als unbeschrénkt teilbare Grisse angesehen wird, ist die Ver-
teilung auf unendlich viele Arten mdoglich. Wir betrachten
aber — und dies ist der wesentlichste Punkt der ganzen Be-
rechnung — F als zusammengesetzt aus einer ganz bestimmten
Anzahl endlicher gleicher Teile und bedienen uns dazu der
Naturconstanten k= 6,55.10-% [erg X sec]. Diese Constante
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mit der gemeinsamen Schwingungszahl » der Resonatoren
multiplicirt ergiebt das Energieelement ¢ in erg, und durch
Division von £ durch & erhalten wir die Anzahl P der Energie-
elemente, welche unter die N Resonatoren zu verteilen sind.
Wenn der so berechnete Quotient keine ganze Zahl ist, so
nehme man fiir P eine in der Niahe gelegene ganze Zahl

Nun ist einleuchtend, dass die Verteilung der P Energie-
elemente auf die N Resonatoren nur auf eine endliche ganz
bestimmte Anzahl von Arten erfolgen kann. Jede solche Art
der Verteilung nennen wir nach einem von Hrn. BoLTzMaNN fiir
einen ahnlichen Begriff gebrauchten Ausdruck eine ,,Complexion.
Bezeichnet man die Resonatoren mit den Ziffern 1, 2, 8 ...
bis &, schreibt diese der Reihe nach nebeneinander, und setzt
unter jeden Resonator die Anzahl der auf ihn entfallenden
Energieelemente, so erhilt man fiir jede Complexion ein Symbol
von folgender Form:

1 2 3 4 5 6 1 8 9 10
1 38 11 0 9 2 20 4 4 b

Hier ist N=10, P=100 angenommen. Die Anzahl aller
moglichen ‘Complexionen ist offenbar gleich der Anzahl aller
moglichen Ziffernbilder, die man auf diese Weise, bei be-
stimmtem N und P, fiir die untere Reihe erhalten kann. Um
jedes Missverstindnis auszuschliessen, sei noch bemerkt, dass
zwei Complexionen als verschieden anzusehen sind, wenn die
entsprechenden Ziffernbilder dieselben Ziffern, aber in ver-
schiedener Anordnung, enthalten. Aus der Combinationslehre
ergiebt sich die Anzahl aller moglichen Complexionen zu

NAN+D).(N+2)..N+P-1) _ N+P-1!

i. 2 . 8 ... P T V-1)! P!
und mit geniigender Anniéherung
_ (N+PFHE
=T

Dieselbe Rechnung fithren wir bei den Resonatoren der
iibrigen Gattungen aus, indem wir fiir jede Resonatorgattung
die Anzahl der bei der fiir sie angenommenen Energie moglichen
Complexionen bestimmen. Die Multiplication aller so erhal-
tenen Zahlen ergiebt dann die Gesamtzahl R der bei der ver-
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suchsweise vorgenommenen KEnergieverteilung in allen Reso-
natoren zusammengenommen mdglichen Complexionen.

So entspricht auch jeder anderen willkiirlich vorgenomme-
nen Energieverteilung E, E’, E”, ... eine in der angegebenen
Weise zu bestimmende Zahl R von mdoglichen Complexionen.
Unter allen Energieverteilungen nun, welche bei constant gehal-
tenem B, = E+ £'4+ £”+ ... moglich sind, giebt es eine
einzige ganz bestimmte, fiir welche die Zahl der méglichen
Complexionen R, grosser ist als fiir jede andere; diese Energie-
verteilung suchen wir auf, eventuell durch Probiren; denn sie
ist gerade diejenige, welche die Resonatoren im stationiren
Strahlungsfelde annehmen, wenn sie insgesamt die Energie £,
besitzen. Dann lassen sich alle Grissen Z, £’, £’ ... durch
die eine Grosse F, ausdriicken. Durch Division von £ durch N,
von B’ durch N’ etc. erhilt man dann den stationiren Wert
der Energie U,, Uy, U/ ... eines einzelnen Resonators einer
jeden Gattung, und daraus auch die raumliche Dichtigkeit der
dem Spectralbezirk » bis v + dv angehorenden strahlenden
Energie im diathermanen Medium:

8 2
Cu, dyv = Zsy ‘U, dv,

wodurch auch die in dem Medium enthaltene Energie be-
stimmt ist.

Von allen angefiihrten Grossen erscheint jetzt nur noch
£, als willkiirlich gew#hlt. Man sieht aber leicht, wie auch
noch #, aus der gegebenen totalen Energie E, zu berechnen
ist. Denn wenn der gewahlte Wert von E, etwa einen zu
grossen Wert von Z, ergeben sollte, so ist er entsprechend zu
verkleinern, und umgekehrt.

Nachdem so die stationdre Knergieverteilung mit Hiilfe
der einen Constante 4 ermittelt ist, findet man die entsprechende
Temperatur ¢ in Celsiusgraden mittels einer zweiten Natur-
constanten % = 1,346.10-16 [erg:grad] durch die Gleichung:

1 _ A dlog R,
9 d E,

Das Product %log %, ist die Entropie des Systems der Reso-
natoren; sie ist die Summe der Entropien aller einzelnen
Resonatoren.
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Es wiirde nun freilich sehr umst&ndlich sein, die ange-
gebenen Rechnungen wirklich auszufithren, obwohl es gewiss
nicht ohne Interesse wire, an einem einfachen Fall einmal
den so zu erreichenden Grad von Annsherung an die Wahr-
heit zu priifen. Viel directer zeigt eine allgemeinere, genau
an der Hand der gegebenen Vorschriften ausgefithrte durchaus
miihelose Rechnung, dass die auf solche Weise bestimmte
normale Energieverteilung im durchstrahlten Medium dargestellt
wird durch den Ausdruck:

dy = 8mhy® dr
WEV= T T
PLA

welcher genau der von mir frither angegebenen Spectralformel
entspricht: '

E,dA=

e, A—b
——;——-d}..

et? _1

Die formalen Abweichungen sind bedingt durch die Unter-
schiede in der Definition von #, und £,;. Die obere Formel
ist insofern etwas allgemeiner, als sie fiir ein ganz beliebiges
diathermanes Medium mit der Lichtfortpflanzungsgeschwindig-
keit ¢ gilt. Die mitgeteilten Zahlenwerte von % und % habe
ich aus dieser Formel nach den Messungen von F. KurLBAUM?)
und von O. LummEer und E. PrinesrEIM?) berechnet.

Ich wende mich noch mit einigen kurzen Bemerkungen
zu der Frage nach der Notwendigkeit der angegebenen De-
duction. Dass das fiir eine Resonatorgattung angenommene
Energieelement s proportional sein muss der Schwingungs-
zahl », lisst sich unmittelbar aus dem hochst wichtigen
Wien’schen sogenannten Verschiebungsgesetz folgern. Die
Beziehung zwischen u und U ist eine der Grundgleichungen
der elektromagnetischen Strahlungstheorie. Im ibrigen basirt
die ganze Deduction auf dem einen Satz, dass die Entropie
eines Systems von Resonatoren mit gegebener Energie pro-
portional ist dem Logarithmus der Gesamtzahl der bei dieser

1) F. KuriBavM, Wied. Ann. 66. p. 759. 1898 (Syy — S =
0,0781 Watt : cm?). ’

2) 0. Lummer u. E. Prinesaem, Verhandl. d. Deutsch. Physik.
Geesellsch. 2, p. 176. 1900 (R, ¥ = 2940 u x grad).
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Energie mdoglichen Complexionen, und dieser Satz lasst sich
geinerseits zerlegen in zwei andere: 1. dass die Entropie des
Systems in einem bestimmten Zustand proportional ist dem
Logarithmus der Wahrscheinlichkeit dieses Zustandes, und
2. dass die Wahrscheinlichkeit eines jeden. Zustandes propor-
tional ist der Anzahl der ihm entsprechenden Complexionen,
oder mit anderen Worten, dass irgend eine besiimmte Com-
plexion ebenso wahrscheinlich ist als irgend eine andere be-
stimmte Complexion. Der 1. Satz kommt, auf Strahlungs-
vorginge angewandt, wohl nur auf eine Definition der Wahr-
scheinlichkeit eines Zustandes hinaus, insofern man bei der
Energiestrahlung von vornherein gar kein anderes Mittel be-
sitzt, um die Wahrscheinlichkeit zu definiren, als eben die Be-
stimmung der Entropie. Hier liegt einer der Unterschiede
gegeniiber den entsprechenden Verhiltnissen in der kinetischen
Gastheorie. Der 2. Satz bildet den Kernpunkt der ganzen
“vorliegenden Theorie; sein Beweis kann in letzter Linie nur
durch die Erfahrung geliefert werden. Er lisst sich auch als
eine nahere Pricisirung der von mir eingefiihrten Hypothese
der natiirlichen Strahlung auffassen, die ich bisher nur in der
Form ausgesprochen habe, dass die Energie der Strahlung
sich vollkommen ,,unregelméssig* auf die einzelnen in ihr ent-
haltenen Partialschwingungen verteilt.!) Ich beabsichtige die
hier nur angedeuteten Ueberlegungen n#chstens an anderer
Stelle ausfithrlich mit allen Rechnungen mitzuteilen, zugleich
mit einem Riickblick auf die bisherige Entwicklung der Theorie.

1) M. Praxck, Ann. d. Phys. 1. p. 78. 1900. Wenn Hr. W. W~
in seinem Pariser Rapport (II, p. 88, 1900) iiber die theoretischen Ge-
setze der Strahlung meine Theorie der irreversibeln Strahlungsvorgiinge
deshalb nicht befriedigend findet, weil sie nicht den Nachweis erbringe,
dass die Hypothese der natiirlichen Strahlung die einzige ist, welche zur
Irreversibilitit fihrt, so verlangt er nach meiner Meinung von dieser Hypo-
these doch wohl etwas zu viel. Denn wenn man die Hypothese beweisen
konnte, so wiire es eben keine Hypothese mehr, und man brauchte eine
solche {iberhaupt gar nicht erst aufzustellen. Dann wiirde man aber auch
nichts wesentlich Neues aus ihr ableiten kdnnen. Von demselben Stand-
punkt aus miisste doch wohl auch die kinetische Gastheorie als unbe-
friedigend erklért werden, weil der Nachweis noch nicht erbracht ist,
dass die atomistische Hypothese die einzige ist. welche die Irreversibilitit
erkléirt, und ein entsprechender Vorwurf diirfte mebr oder minder alle
nur auf inductivem Wege gewonnenen Theorien treffen,
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Zum Schluss méchte ich noch auf eine wichtige Con-
sequenz der entwickelten Theorie hinweisén, die zugleich eine
weitere Priifung ihrer Zuldssigkeit ermdglicht. Hr. Bowrrz-
MANN?) hat gezeigt, dass die Entropie eines im Gleichgewicht
befindlichen einatomigen Gases gleich ist o Rlog,, wobei
P, die Anzahl der bei der wahrscheinlichsten Geschwindig-
keitsverteilung moglichen Complexionen (die ,,Permutabilitat«),
R die bekannte Gasconstante (8,81.107 fir O = 16), o das
fir alle Substanzen gleiche Verhiltnis der Masse eines wirk-
lichen Moleciiles zur Masse eines g-Moleciiles darstellt. Sind
nun in dem Gase auch strahlende Resonatoren vorhanden, so
ist nach der hier entwickelten Theorie die Entropie des ganzen
Systems proportional dem Logarithmus der Zahl aller még-
licher Complexionen, Geschwindigkeiten und Strahlung zusammen-
genommen. Da aber nach der elektromagnetischen Theorie
der Strahlung die Geschwindigkeiten der Atome vollkommen
unabhéngig sind von der Verteilung der strahlenden Energie,
so ist die Gesamtzahl der Complexionen einfach gleich dem
Producte der auf die Geschwindigkeiten und der auf die Strah-
lung beziiglichen Zahlen, mithin die Gesamtentropie, wenn f
einen Proportionalitiatsfactor bedeutet:

[ log (B, R,) = [ log B, + [ log R,.
Der erste Summand ist die kinetische, der zweite die Strah-
lungsentropie. Durch Vergleichung mit den vorigen Aus-
dritcken erhilt man hieraus:

f=wR=k
oder !
o=t —162.10-%,

d. h. ein wirkliches Moleciil ist das 1,62.10-24fache eines
g-Moleciiles, oder: ein Wasserstoffatom wiegt 1,64.10-2g,
da H = 1,01, oder: auf ein g-Moleciil eines jeden Stoffes gehen
1/o = 6,175.10%® wirkliche Moleciile. Hr. O. E. Mever?
berechnet diese Zahl auf 640.102!, also nahe iibereinstimmend.

1) L. BoLrzuann, Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu Wien
(IT) 76. p. 428. 1877.

2) O. E. Meyer, Die kinetische Theorie der Gase, 2. Aufl. p. 337.
1899.



Nr. 17.] . Sitzung vom 14. December 1900. 245

Die Loscemipr’sche Constante 9, d. h. die Anzahl Gas-
moleciile in 1 ccm bei 0° C. und 1 Atm. Druck ist:
1018200
9} = m‘; = 2,76. 1019.
Hr. DrupE!?) findet N = 2,1.10%°,

Die BoLrzmannN-DrunE’sche Constante e, d. h. die mittlere
lebendlge Kraft eines Atomes bei der absoluten Temperatur 1
ist:

¢e=40oR =3k =202.10-16,
Hr. Drupe?) findet ¢ = 2,65.10-16,
Das Elementarquantum der Elektricitit e, d. h. die elek-
trische Ladung eines positiven einwertigen Ions oder Elektrons
ist, wenn & die bekannte Ladung eines einwertigen g-Ions
~ bedeutet:
e=sm = 4,69.10-10 elektrostatisch.
Hr. F. RicBarz®) findet 1,29.10-1°, Hr. J. J. TroMsoN*%)
neuerdings 6,5.10-10,

Alle diese Beziehungen beanspruchen, wenn die Theorie
itberhaupt richtig ist, nicht anniahernde, sondern absolute Giiltig-
keit. Daher fillt die Genauigkeit der berechneten Zahlen
wesentlich mit derjenigen der relativ unsichersten, der Strah-
lungsconstanten £, zusammen, und #bertrifft somit bei weitem
alle bisherigen Bestimmungen dieser Grdssen. Ihre Priifung
durch directere Methoden wird eine ebenso wmhtlge wie not-
weudige Aufgabe der weiteren Forschung sein.

1) P. Droog, Ann. d. Phys. 1. p. 578. 1900.
2)Le

8) F. Ricaarz, Wied. Ann, 52. p. 897. 1894.

4) J. J. Tromson, Phil. Mag. (5) 46. p. 528. 1898.



2 On the Theory of the Energy
Distribution Law of the Normal
Spectrumf

M. PLANCK

GENTLEMEN: when some weeks ago I had the honour to draw
your attention to a new formula which seemed to me to be suited
to express the law of the distribution of radiation energy over the
whole range of the normal spectrum,' I mentioned already then
that in my opinion the usefulness of this equation was not based
only on the apparently close agreement of the few numbers, which
I could then communicate, with the available experimental data,}
but mainly on the simple structure of the formula and especially
on the fact that it gave a very simple logarithmic expression for
the dependence of the entropy of an irradiated monochromatic
vibrating resonator on its vibrational energy. This formula seemed
to promise in any case the possibility of a general interpretation
much rather than other equations which have been proposed,
apart from Wien’s formula which, however, was not confirmed by
experiment.

Entropy means disorder, and I thought that one should find
this disorder in the irregularity with which even in a completely
stationary radiation field the vibrations of the resonator change
their amplitude and phase, as long as one considers time intervals
long compared to the period of one vibration, but short compared
to the duration of a measurement. The constant energy of the

+ Verh. Dtsch. Phys. Ges. Berlin 2, 237 (1900).
1 In the meantime Mr. H. Rubens and Mr. F. Kurlbaum? have given a
direct confirmation for very long wave lengths.

82
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stationary vibrating resonator can thus only be considered to be a
time average, or, put differently, to be an instantaneous average of
the energies of a large number of identical resonators which are
in the same stationary radiation field, but far enough from one
another not to influence each other. Since the entropy of a
resonator is thus determined by the way in which the energy is
distributed at one time over many resonators, I suspected that one
should evaluate this quantity in the electromagnetic radiation
theory by introducing probability considerations, the importance
of which for the second law of thermodynamics was first of all
discovered by Mr. L. Boltzmann.? This suspicion has been con-
firmed; [ have been able to derive deductively an expression for
the entropy of a monochromatically vibrating resonator and thus
for the energy distribution in a stationary radiation state, that is,
in the normal spectrum. To do this it was only necessary to
extend somewhat the interpretation of the hypothesis of “natural
radiation”” which is introduced in electromagnetic theory. Apart
from this I have obtained other relations which seem to me to be
of considerable importance for other branches of physics and also
of chemistry.

I do not wish to give today this deduction—which is based on
the laws of electromagnetic radiation, thermodynamics and
probability calculus—systematically in all details, but rather to
explain as clearly as possible the real core of the theory. This can
be done most easily by describing to you a new, completely
elementary treatment through which one can evaluate—without
knowing anything about a spectral formula or about any theory—
the distribution of a given amount of energy over the different
colours of the normal spectrum using one constant of nature only
and after that also the value of the temperature of this energy
radiation using a second constant of nature. You will find many
points in the treatment to be presented arbitrary and complicated,
but as I said a moment ago I do not want to pay attention to a
proof of the necessity and the simple, practical details, but to the
clarity and uniqueness of the given prescriptions for the solution
of the problem.
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Let us consider a large number of monochromatically vibrating
resonators—N of frequency v (per second), N’ of frequency v’,
N" of frequency v”, ..., with all N large numbers—which are at
large distances apart and are enclosed in a diathermic medium with
light velocity ¢ and bounded by reflecting walls. Let the system
contain a certain amount of energy, the total energy E, (erg) which
is present partly in the medium as travelling radiation and partly
in the resonators as vibrational energy. The question is how in a
stationary state this energy is distributed over the vibrations of the
resonators and over the various colours of the radiation present
in the medium, and what will be the temperature of the total
system.

To answer this question we first of all consider the vibrations
of the resonators and assign to them arbitrarily definite energies,
for instance, an energy E to the N resonators v, E’ to the N’
resonators v’, .... The sum

E+E+E'+..=E,

must, of course, be less than E,. The remainder E,— E, pertains
then to the radiation present in the medium. We must now give
the distribution of the energy over the separate resonators of each
group, first of all the distribution of the energy E over the N
resonators of frequency v. If E is considered to be a continuously
divisible quantity, this distribution is possible in infinitely many
ways. We consider, however—this is the most essential point of
the whole calculation—FE to be composed of a very definite
number of equal parts and use thereto the constant of nature
h = 6'55x10"27 ergsec. This constant multiplied by the common
frequency v of the resonators gives us the energy element ¢ in erg,
and dividing E by ¢ we get the number P of energy elements which
must be divided over the N resonators. If the ratio is not an
integer, we take for P an integer in the neighbourhood.

It is clear that the distribution of P energy elements over N
resonators can only take place in a finite, well-defined number of
ways. Each of these ways of distribution we call a “complexion”,
using an expression introduced by Mr. Boltzmann for a similar
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quantity. If we denote the resonators by the numbers 1,2, 3, ..., N,
and write these in a row, and if we under each resonator put the
number of its energy elements, we get for each complexion a
symbol of the following form

I 2 3 456 728910
7 38 11 0 9 2 20 4 4 5

We have taken here N = 10, P = 100. The number of all possible
complexions is clearly equal to the number of all possible sets of
numbers which one can obtain for the lower sequence for given
N and P. To exclude all misunderstandings, we remark that two
complexions must be considered to be different if the correspond-
ing sequences contain the same numbers, but in different order.
From the theory of permutations we get for the number of all
possible complexions

N(N+1).(N+2)..(N+P—1) (N+P-1)!
1.2.3..P ~(N-1)!P!

or to a sufficient approximation,

(N+P)N+P
T TNTPF

We perform the same calculation for the resonators of the other
groups, by determining for each group of resonators the number
of possible complexions for the energy given to the group.
The multiplication of all numbers obtained in this way gives us
then the total number R of all possible complexions for the
arbitrarily assigned energy distribution over all resonators.

In the same way any other arbitrarily chosen energy distribu-
tion E,E’,E",... will correspond to a definite number R of all
possible complexions which is evaluated in the above manner.
Among all energy distributions which are possible for a constant
Ey= E+E'+E"+... there is one well-defined one for which the
number of possible complexions R, is larger than for any other
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distribution. We look for this distribution, if necessary by trial,
since this will just be the distribution taken up by the resonators
in the stationary radiation field, if they together possess the
energy E,. The quantities E, E’, E”, ... can then be expressed in
terms of E,. Dividing Eby N, E’ by N, ... we obtain the stationary
value of the energy U,, U,., Ul., ... of a single resonator of each
group, and thus also the spatial density of the corresponding
radiation energy in a diathermic medium in the spectral range
vto v+dyv,

8 2
u,dv= —::— U,dv,

so that the energy of the medium is also determined.

Of all quantities which occur only E, seems now still to be
arbitrary. One sees easily, however, how one can finally evaluate
E, from the total energy E,, since if the chosen value of E, leads,
for instance, to too large a value of E,, we must decrease it, and
the other way round.

After the stationary energy distribution is thus determined
using a constant 4, we can find the corresponding temperature 9
in degrees absolutet using a second constant of nature
k = 1-346 x 10~ ®erg degree ™ ! through the equation
1 k dlnR,

39 dE,

The product k1n R, is the entropy of the system of resonators;
it is the sum of the entropy of all separate resonators.

It would, to be sure, be very complicated to perform explicitly
the above-mentioned calculations, although it would not be
without some interest to test the truth of the attainable degree
of approximation in a simple case. A more general calculation
which is performed very simply, using the above prescriptions
shows much more directly that the normal energy distribution
determined in this way for a medium containing radiation is

t The original states ‘‘degrees centigrade” which is clearly a slip [D. t. H.].



PLANCK : THE ENERGY DISTRIBUTION LAW 87

given by the expression

8nv®  dv

3 ehv/ks_ 1 ’

u,dv=
v ¢

which corresponds exactly to the spectral formula which I gave
earlier
¢ A73

E,dA= dAa.

The formal differences are due to the differences in the
definitions of u, and E,. The first equation is somewhat more
general inasfar as it is valid for an arbitrary diathermic
medium with light velocity ¢. The numerical values of h
and k which I mentioned were calculated from that equation
using the measurements by F. Kurlbaum and by O. Lummer
and E. Pringsheim.}

I shall now make a few short remarks about the question of the
necessity of the above given deduction. The fact that the chosen
energy element ¢ for a given group of resonators must be propor-
tional to the frequency v follows immediately from the extremely
important Wien displacement law. The relation between v and U
is one of the basic equations of the electromagnetic theory of
radiation. Apart from that, the whole deduction is based upon
the theorem that the entropy of a system of resonators with given
energy is proportional to the logarithm of the total number of
possible complexions for the given energy. This theorem can be
split into two other theorems: (1) The entropy of the system in a
given state is proportional to the logarithm of the probability of
that state, and (2) The probability of any state is proportional to
the number of corresponding complexions, or, in other words, any
definite complexion is equally probable as any other complexion.
The first theorem is, as far as radiative phenomena are concerned,
just a definition of the probability of the state, insofar as we have
for energy radiation no other a priori way to define the probability
than the definition of its entropy. We have here a distinction from

1 F. Kurlbaum# gives S100—So = 0-:0731 Watt cm~2, while O. Lummer and
E. Pringsheim5 give A 3 = 2940 u degree.
4 oQT
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the corresponding situation in the kinetic theory of gases. The
second theorem is the core of the whole of the theory presented
here: in the last resort its proof can only be given empirically.
It can also be understood as a more detailed definition of the
hypothesis of natural radiation which I have introduced. This
hypothesis I have expressed before® only in the form that the
energy of the radiation is completely “randomly” distributed over
the various partial vibrations present in the radiation.t I plan to
communicate elsewhere in detail the considerations, which have
only been sketched here, with all calculations and with a survey
of the development of the theory up to the present.

To conclude I may point to an important consequence of this
theory which at the same time makes possible a further test of its
reliability. Mr. Boltzmann’ has shown that the entropy of a
monatomic gas in equilibrium is equal to wRInP,, where P, is
the number of possible complexions (the “permutability’) corre-
sponding to the most probable velocity distribution, R being the
well known gas constant (8-31 x 107 for O = 16), w the ratio of
the mass of a real molecule to the mass of a mole, which is the
same for all substances. If there are any radiating resonators
present in the gas, the entropy of the total system must according
to the theory developed here be proportional to the logarithm of
the number of all possible complexions, including both velocities
and radiation. Since according to the electromagnetic theory of
the radiation the velocities of the atoms are completely indepen-
dent of the distribution of the radiation energy, the total number
of complexions is simply equal to the product of the number

+ When Mr. W. Wien in his Paris report about the theoretical radiation laws
did not find my theory on the irreversible radiation phenomena satisfactory
since it did not give the proof that the hypothesis of natural radiation is the
only one which leads to irreversibility, he surely demanded, in my opinion,
too much of this hypothesis. If one could prove the hypothesis, it would no
longer be a hypothesis, and one did not have to formulate it. However, one
could then not derive anything new from it. From the same point of view
one should also declare the kinetic theory of gases to be unsatisfactory since
nobody has yet proved that the atomistic hypothesis is the only one which
explains irreversibility. A similar objection could with more or less justice be
raised against all inductively obtained theories.
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relating to the velocities and the number relating to the radiation.
For the total entropy we have thus

fln(Po Ro) =f1nP0+flnR0,

where f is a factor of proportionality. Comparing this with the
earlier expressions we find

f=wR =k,
k —-24
or w=—==162x107%%
that is, a real molecule is 1-62 x 10~ 24 of a mole, or, a hydrogen
atom weighs 1:64 x 10™ 2% g, since H = 1-01, or, in a mole of any
substance there are 1/w = 6:175 x 1023 real molecules. Mr. O. E.
Mayer?® gives for this number 640 x 102! which agrees closely.
Loschmidt’s number L, that is, the number of gas molecules in
1cm3 at 0°C and 1 atm is

1013200

=P 576 % 101°.
R0 2 76%

Mr. Drude® finds L = 2-1 x 10*'°.
The Boltzmann-Drude constant «, that is, the average kinetic
energy of an atom at the absolute temperature 1 is

o = 3wR = 3k = 2:02x 10716,

Mr. Drude® finds « = 2:65 x 10716,

The elementary quantum of electricity e, that is, the electrical
charge of a positive monovalent ion or of an electron is, if ¢ is
the known charge of a monovalent mole,

e=ctw=469%x10"1¢s.u.

Mr. F. Richarz!'® finds 1-29 x 107 *% and Mr. J. J. Thomson!!
recently 6:5x 10~ 1°,

If the theory is at all correct, all these relations should be not
approximately, but absolutely, valid. The accuracy of the cal-
culated numbers is thus essentially the same as that of the relatively
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worst known, the radiation constant k, and is thus much better
than all determinations up to now. To test it by more direct
methods should be both an important and a necessary task for
further research.
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